
�� ���� ����	

������ �������� �	�
�������		�� ������� � ������� ��	������
�� �������� ���� 
����� �� ���	������� � ����� ���	�������	���
��������� 
���� �� ����� ��������� � ���������	�� �	��
��������
�������� ����� 
���� ���	� ���� �
���� ���	��� ������ !���	�
	�� �������������� ���" ������	�� 
���� ��������  ���������	���
�������	� ������ 	� #����
����$ � #����
����$� %���� ��
�& � ���"�
������		�� ������� ������	� ��	������		�� ��������	�� ����� ����"
������	�� � ������� '�� �������������	�� �������� 	� ��	 ()** �
������	�� ������	� +��� ������	�� ����� 	����� � #������	������
�		��$�

� ������� �� ����� ���	����
� ����& ����	�	�� ,����	
��� ���
����� 
���� 	� ����� �	���������
� ��-�	��& � �� ������������� ���
����� �������������	�" ��������	���

���� �������	 
����� ���	���� �������	���

.���-�� ����	�	�� ,����	
��� ��� ���"������		�� �������/

∆ψ +
2m

�2
(E − U)ψ = 0.

�������	����		��� ��
���	���� ���	���� ��	��� ���� ��� �������
������ r1& r2 ���" ������	��/ ψ=ψ(r1, r2)� ����	�����	�� �	��
�� U
����������� �� ��0" ������/

U = U1 + U2 + U12,


��

U1 = −e2

r1
, U2 = −e2

r2
, U12 =

e2

r12
.

.���� r12 = r1 − r2 1�������22�34� ����0� ����	���	��/

ψ(1, 2) = ψ(r1, r2).

!������� 5������ ������������ ����� ����� ���" ���
����"& �����
�� �����" ��������� ����� 	� ���� �����	���/

∆ = ∆1 + ∆2,

∆1 = ∆r1 +
1
r2
1

∆θ1,ϕ1 ,

∆2 = ∆r2 +
1
r2
2

∆θ2,ϕ2 .
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e

r12

e

r1

Ze r2

���� ����� ���	
	���	 �����	������ �����	
	� � �����

�� ��������������� ����	���	���� 138�2�74 ��� �������	�� � �
�����
����� ��������� 5������� ��� ������� �������	���� 	���������" 
��
������	��	��& ���	��� ��	�� ���	� ����������� � ����� '�� ���
��/

ψ(1, 2) ≡ ψ1ψ2 = ψ(r1)ψ(r2).

��������� ���	��� ��	�� � ���� ���� � ����	�	�� ,����	
���
� ���0�& ��� ����� �������� 5������ ��������� ����� 	� ��	�� &
������'� �� ����" �����	��� +�
�� �������

ψ2∆1ψ1 + ψ1∆2ψ2 +
2m

�2
(E − U1 − U2 − U12)ψ1ψ2 = 0.

������� ��� ������	�� 	� ψ1ψ2/

∆1ψ1

ψ1
+

∆2ψ2

ψ2
+

2m

�2
(E − U1 − U2 − U12) = 0.

!�9���	�� ������	�& ������'�� �� ��	�� � ��� �� �����	��� � ��	��

��� ����	�	�� 	�
�

2

2m
/

(
�

2

2m

∆1ψ1

ψ1
− U1

)
+

(
�

2

2m

∆2ψ2

ψ2
− U2

)
= −E + U12.

� 	������ ��������	�� ���	���� �	��
� �������������� �������
	�� U12 ������� ���	�� 	�� /(

�
2

2m

∆1ψ1

ψ1
− U1(r1)

)
︸ ︷︷ ︸

−E1

+
(

�
2

2m

∆2ψ2

ψ2
− U2(r2)

)
︸ ︷︷ ︸

−E2

= −E.

+����� � ������ ����� ����	�	�� ����� ����� E � ������	���� �	��
��&
� � ����� �� ����" ���� : ��	��� ����� ��	�� ������		�� 1r1&
���� r24� � ���� 	������������ �����	�� ������	�� ����� �� ����
����	� ���������  ������ ;���� � ����" �� ����	����� #−E1$ �
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#−E2$� ���������� ��� ����	�	��& � ����� �� �����" ���������� �
�����	��� ����� ��	�� �� ������/

∆1ψ1 +
2m

�2
(E1 − U1)ψ1 = 0 122�3<4

∆2ψ2 +
2m

�2
(E2 − U2)ψ2 = 0. 122�3=4

%�	���	�� �������	�� E1 � E2 � ����� �� � �	��
� �����/

E1 + E2 = E. 122�24

>��& � 	������ ��������	�� ������ �� ����� 
���� �������  ����
������� �� ����� �������� : � ������	���� ��� ����
� ������	�� ?��
	� ���������	�& �� � �� ���	���� ���	����
�� ���������������
������	��& ������� U12 ���	�� 	�� �

!������& ��� ���� ��������	�� ����������� ����� 	� ���
��� @��
������& � ����� 
���� �������������� ������	�� ����	��� �� ������	�
� �" ����	�����	�� �	��
��� � ���� ����� @� ��������������� �������
��	�� ���	������ ��������	� ���	�� ��� ����-�" �	���	��" ������
���� Z& �� � U1 � U2 ���������	���	� Z& � U12 �� Z 	� ��������

.���-�� �������		�� �	���	�� �	��
�� 	�����
� ��������	��/

E1 ≡ Ei = −Ry
n2

i

122�6<4

E2 ≡ Ek = −Ry
n2

k

, 122�6=4


�� ni, nk : �	���	�� 
���	�
� ��	����
� ����� ��� ����
� ������	�
� ������	����� >� ����������� � ���	���� ��	���

ψ1 ≡ ψi = Rnili(r1)Ylimi(θ1, ϕ1), 122�A<4

ψ2 ≡ ψk = Rnklk(r2)Ylkmk
(θ2, ϕ2). 122�A=4

.���� i � k ���������� � 	��������� �����		�� ���� �� 	����� 1s& 2s&
2p& 3s& 3p& 3d� � � � ����������� '��� ��
	��	��� ��	������ ��������

���� ���� �������	������ ��	�������

+����� � ����" ������ �����'�	�� ���0� �	��
� ���	����
�
�������������� ������	��� B'0 ��� ������� �
���������& ��� �������
	� U12& ����� �� �������	� ������� �����& � ����� 
���� �����
���� ����������� � U1 � U2� ������� � ��		�� ������ ���� ��0�& ���
���& 	� � ���������		�" ����0��"& � � �������		�� �	����� ���������
��������������& ���������		�
� ���������		���� ������	�� � ������

� ������� 3C�7 �� ��� ��������� ���� �������  �	��
��������
�� ����	 � !	� ���	� ����	��� �	���	� �����'� '�
� ����	�����

6D



<U12>& �������	�
� � ���	����� ��	����� 	�����
� ��������	�� 1�
��		�� ������ : ���������	�� ��� �	�����������	��4/

∆E =< U12 >=
∫

ψ∗
S,A(1, 2)U12ψS,A(1, 2) dr.

.���� dr = d3r1d
3r2� ���������� � �� ������� 123�3D4 ��� ψS,A(1, 2)

������� ����� '�� ������	�� ��� �������/

∆E =
∫ [

1√
2
(ψ∗

ik ± ψ∗
ki)

]
U12

[
1√
2
(ψ∗

ik ± ψ∗
ki)

]
dr = 122�7<4

=
1
2

(I1 + I2 ± I3 ± I4) ,


�� �����	� ����	���	��

I1 =
∫

ψ∗
ikU12ψikdr =

∫
ψ∗

i (r1)ψ∗
k(r2)

e2

r12
ψi(r1)ψk(r2)dr, 122�7=4

I2 =
∫

ψ∗
kiU12ψkidr =

∫
ψ∗

k(r1)ψ∗
i (r2)

e2

r12
ψk(r1)ψi(r2)dr, 122�7E4

I3 =
∫

ψ∗
ikU12ψkidr =

∫
ψ∗

i (r1)ψ∗
k(r2)

e2

r12
ψk(r1)ψi(r2)dr, 122�7F4

I4 =
∫

ψ∗
kiU12ψikdr =

∫
ψ∗

k(r1)ψ∗
i (r2)

e2

r12
ψi(r1)ψk(r2)dr. 122�7)4

B��� � ����	��
����	�� ��	��� 122�7=4 �����	��� ����	� r1�r2& ��
��������� ����	�
����	�� ��	��� 122�7E4& �����������	�& I1=I2� !���
�	���� �" �	���	�� � C/

I1 = I2 = C.

G	���
��	�& ����������� 122�7F4 � 122�7)4& ���������� � ����	���� I3=I4�
?�� ��� �	��
���� ����	���� A/

I3 = I4 = A.

>��& �������  �	��
�� ������� ���	�

∆E = C ± A.

.���� ������ ���
����� 	����� � ���	����� �	��
���& � ������ : ���
��		��� >��		� ����		�� �������������� �	����� �������	��& � �� ����
�� � ���	����� �	��
�� �������� �����  ����
� ����	�� H���	�
	�� ��� ���������� ����22�2�

I������ ��������� ����� ����" �������� H ���� ���� ���	���
�� �	��
� ����-�� � ����� '�� �����/

C = I1 =
∫

[eψ∗
i (1)ψi(1) dr1]

1
r12

[eψ∗
k(2)ψk(2) dr2].
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2A

E (нулевое приближение)

Ek

Ei

C

+A

_A

ΨS QA   S=0

ΨA QS   S=1

���� ����� ���

	 �����	������ �
���� ���	��
��

� ������	�" ����" ����� ������& 	�"���'���� � ��90��" d3r1 � d3r2/

dρi = e|ψi(1)|2 dr1,

dρk = e|ψk(2)|2 dr2,

C =
∫

dρi(1)
1

r12
dρk(2).

+��� �������& ����� �� ����� ���� � ����	�� ���	����� �������
��������� ���������0		�" �������& ��� �"��������� ��������	� 	�
���� 22�6� G	���
��	�� ������� ���������� �������� � ����		� �	���

dρ
k
=e|ψ

k
(2)|2dρ

i 
=e|ψ

i
(1)|2

dr
1 dr

2

r1 r2

Ядро

���� ����� ���	
	���	 �����	������ �����	��


� /

A =
∫

[eψ∗
i (1)ψk(1) dr1]

1
r12

[eψ∗
k(2)ψi(2) dr2].

����������& ��� � ��90��" dr1 � dr2 	�"������ ������ �� #���-�		��$
����	���� /

A =
∫

dρik(1)
1

r12
dρki(2),

�� ����& ������	� � ������	��" i � k � �� ��	� ��� �������� >��		�

6J



dρ
ik 

=e(ψ
i
*(1)ψ

k
(1)) dρ

ki 
=e(ψ

k
*(2)ψ

i
(2))

dr
1 dr

2

r1 r2

Ядро

���� ����� ���

	 �����	�������

�� ���� �����	� ������	� A 	������ �	��
��� ����		�
� ����������
������ @�
���	�� ����������	�� � 	0� ���	� �������� �� ���� 22�A�

������ �������	� 
���������
�� 
 ����������� ��������

K��� ����		�� �������������� ����� ����� ��	���� �������& ���
	� ��	��& ��'����� � �
� ���������� �	���
�� @� ���� 22�7 �������

= +

S A

���� ����� �����

� ����
����

��	� �����	�� ���" �����		�" ����	��� � ���	������ �	���	����
���" ����������� � ���� ������� �	��
�� ��
������ �� ��	�
� ����	��
� ���
��� ���	�� '�� ����	�� �����	�� ���	� ��������� 	� ����
��	�� ���" �����/ ���������	��& �
�� ��� ����	�� �������� � ��	�
�����	�& � �	�����������	��& �
�� 	�������	�� �" �������� ������
�������	��

L��
�� ������/ �����	�� ���� 	� ����22�8 � ���" ���	����" LC�
�	����"& �����		�" �����	�� �	������ M � >" ���	� �����������
� ����������� ���������	�" � �	�����������	�" �����	�� � ���
�������

ωS,A = ω± =
ω0√

1 ± M/L
.

AM



S

A

C L L C

M

���� ����� �� ��
!

� �	
�����

�������� 
���������
�� 
 ������������� ������

�� ���-� ����0� ������� ����		�
� �������������� � ��	�����
��"�	��& ���� ���������� 	�������	��	�� ����	�	�� ,����	
���/

i�
∂F

∂t
= EF.

>� ������� 
���� �� �	���& ��� ��� 	� ������'�� �� �����	� 
������
��	��	� Ĥ ��-�	�� ����	�	�� ,����	
��� ���	� �������� � ����/

F = C exp
(
− i

�
Et

)
,


�� �	��
�� E ���� �������		�� �	���	�� ������	��	�
� ����	�	�� 1J�2=4�
����� ��'����� � ��� ������	�� � ���	����� �	��
���� N�� ��0�� ���
��		�
� �������������� � ����� ����� ����	�	�� ��� ����� ��	���
�"���� ����� �	� ����/

i�
∂F1

∂t
= EF1,

i�
∂F2

∂t
= EF2.

>	��� �������& ������	�� #3$ � #2$ ���� ���	��� � 	��������� ���

�� ���
��

O��0� ����		�� ��������������� +����� � ����� ����� ����	�	��
��� ���	���� ��	��� ��	�
� ������	�� �"���� ��	��� ���
�
� ������
�	��/

i�
∂F1

∂t
= EF1 + AF2,

i�
∂F2

∂t
= EF2 + AF1.

A3



+��� �������& ����� ����� �������������� ������	��� H����� � ���
���� ������	�� ��� ����	�	��/

i�
∂(F1 + F2)

∂t
= (E + A)(F1 + F2),

i�
∂(F1 − F2)

∂t
= (E − A)(F1 − F2).

���	�& ��� ���"	�� ������	�� ������������� ����� ����	�	�� ��� ����
������	�� ����	���� FS=F1+F2& � 	��	�� P ��� �	�����������	��
FA=F1−F2/

i�
∂FS

∂t
= (E + A)FS ,

i�
∂FA

∂t
= (E − A)FA.

.���-�� ��-�	�� ������		�� ������� ����	�	��/

FS = a exp
(
− i

�
(E + A)t

)
,

FA = b exp
(
− i

�
(E − A)t

)
.

� �	��� ���	0���  ���	���� ��	���� F1 � F2/

F1 = (FS + FA)/2 = exp
(
− i

�
Et

)
×

[
a exp

(
− i

�
At

)
+ b exp

(
i

�
At

)]
,

F2 = (FS − FA)/2 = exp
(
− i

�
Et

)
×

[
a exp

(
− i

�
At

)
− b exp

(
i

�
At

)]
.

����� � 	�����	�� ����	� �����	� ��� t = 0 ���� 	�"������ � �������
	�� #3$/ F1=1& � F2=0� +�
�� �� ������	�� ������� ����	�	�� �������
a=b=1� ���������� � 	�0 ��� �	���	��& ������� ����� � ���	���� ���
��	�	� ����� ���
�	����������� ��	���/

F1 = exp
(
− i

�
Et

)
cos

(
A

�
t

)
,

F2 = −i exp
(
− i

�
Et

)
sin

(
A

�
t

)
.

������	���� ������	�� ������������ �������� ������ ���	���� ��	�
���/

W1 = |F1|2 = cos2
(

A

�
t

)
,

W2 = |F2|2 = sin2

(
A

�
t

)
.
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@� ����22�D ���	�& ��� ����	���� ������	���� ��������� � � ������
���& ������������ ������	�� ����		�
� ��������������� K������	��

W1

W
W2

t0

1

3_ _
2

π h-

A
_ _
2

π h-

A
1

���� ���"� #�	�$%�� ��	��
	��� &�� 	��

	� �����	��������

����� ����	� τ∼�/A ��� �	��
�� �������������� ������ 	������"
������	����� ���������� ������	� τ∼10−16÷10−17 E& �� ����& ����	���
� ����	�� ���	���� �����	��

��� !	��� "�	�	��

?��� �������0		�� ����� ������� ����	�" ����	�� ���������	 L��
H������� � 3J6M
� !	 ��0� "���-�� ��������� ��� 	� ���	� ����	�" ����
��� �& � �����		���� : ��� �	�
������	�" ��	��� ����� ��� ������ �
���& ��� ���	�� �	��
�� ������		�� ������� E(n1, n2) �����������
�� �	��
�� ������	�" ������	�� E(n1) � E(n2)� O�0� ��������������
������	�� �����	�����& � � � ������ ������ '����	�" �����	���&

� ����'� �������	�
� ������ ����	�
� ������ Z
(i)
eff � ���	�������

	�" �	���	� σi 1��� ����
� ������	� � ������	����4� �� ��"��	��
����	���	��& ���	���� � ������� 12M�384 	� ����3M/

E(n1, n2) = E(n1) + E(n2) = −
(

Z
(1)
eff

n∗
1

)2

Ry −
(

Z
(2)
eff

n∗
2

)2

Ry,

���

E(n1, n2)/Ry = −
(

Z − σ1

n∗
1

)2

−
(

Z − σ2

n∗
2

)2

. 122�84

%�	���	�� ���	�����	�� ���� ��������	� H������� 	� ��	��� �����
����������" ����0��� � �������������	�� ��������	�� � ����������
�� �������	��� ���	����� ��	�����& ������ ������������� �����
����	�� �	���	�� ��������	�
� ��	����
� �����/ l=n−1� .	���	�� ���
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'����%� ����� #((����
	 ���
�	�	 )���	 n∗ &	 �����
n 3 2 6 A 7 7

n∗ 3 2 6 6�D A�M A�2

�����	�
� ��	����
� ����� n∗ � �	���	�� ���	�����	�� ��� 	���
����" ������	�� �������	� � ���" �������"� � �����22�2 ���	�������
������	 ����	���	 i& � ���	��� '�� : k� ������	���� ������ ���

'����%� ����� �	
���
�� ����
��	��
�� &	 �����

3s,3p

3s,3p

4s,4p

4s,4p

5s,5p

5s,5p

4d,4f

4d,4f

1s

1s

3d

3d

k
i 2s,2p

2s,2p

0.3 0.85 1        1        1     1   10.85 1        1        1     1   1

0.35  0.85  1        1         1      1

0.35  0.85 1        1  

0.35

0.35

0.85

0.35    1       0.85     1         1 

0.35   1      0.85  

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0 0

� �������� ����� 22�6� �� ������ ����� ���������� �	���	�� �	��
��

'����%� ����� *	�
%���� �	
���%�� ��	�� �+��	�� � +	 �	
	�

>�	& ���� QR* QR Q*R Q*** Q** Q*

+�����& �� AJM 6JA 86 A6 28 32

?�����& �� ACJ�CA 6J3�JC 8A�AD8 AD�C8A 2A�6D8 33�28A

��
��-	���� M�M6S M�7S 2�2S 3M�3S 8�2S 8�3S

��	��	�
� ������	�� ��� ����� �
������ � �
� ���� ��	��& �������		��
������� H������ � ����������	��� �	���	� ���	�����	�� �� ������
��� � ������� ����� : ��������	����	�� �	���	�� �	��
��� %� ��
�����& ���"����	�� 	� �����-��� ������ �����	����

�������	�������� �����	�	�� ������ H������ ��� ����0�� �	��
��
��	������ �� ��	��	�
� ������	�� ����� 
����� � ��	��	�� ������	��
n1=n2=1 ������		�� ���	�����	�� σ1s ���	� M�6& ����� �������/

E(1s2) = −2(Z − 0.3)2Ry.

+�
�� ��� ����� () 1Z = 24 �������& ��� E(1s2) = −5.78Ry = −78.6 ���
��� ������ ��	�
� ������	� ������� �������������	�� ��	 
����
()**� H"��������� �	��
�������� 
��	��� ������ ����	�� ()* � ()**
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{
{

1s2 

1s

HEI

HEII

_
 5.78 Ry

_
 4 Ry

  0 Ry

���� ���,� -��
�%� �
�+��)���. ��	�
� /01 � /011

��������	� 	� ���� 22�C� %�
�� ���	 �� ������	�� ����� 
���� ��"��
��� 	� 
��	��� ��	������& �� ���������� �������������	�� ��	 ()**�
?	��
�� �
� ��	��	�
� ������	�� ���	�

E(1s,∞l) = −Z2Ry = −4Ry = −54.4 ��.

����	���� ��	������ ����� 
���� IHeI ����	 ���	���� �	��
�� ��	� �
����� � ��	��	�� ������	��/

IHeI = E(1s,∞l) − E(1s2) = 24.2 ��.

?�� ������	� ���
� 	� 3�7S ���������� �� ��������	����	�
� �	���	��&
���	�
� 2A�7C8 ��� +��� �������& ����� H������ �������� �������� ����
�0�� � ���������� ���	���� �����������

���# $�������� %�������� ��� &'(

H����	� ��������� ����� 
���� �	�������	� 	���& ��� � ��������&
������� �
� ����� �������� 
������ ����-� ��	��� @� ������	�� �����
	�� 
���� ���� � ��� ��������������& ���������		�� � 
���� 3C ���
�������� : ���	�����& ���	���������	�� � ����������� ����� ����
���	� �� �������T  	�� ��������	� ��� �������� �	�
�������		�"
������/ �������������� #���	P���	$& #���	P����� ������$ � 	�������
���
���
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L���	��-�� ������	�� ������0� � 	������ ������/ �	����� � ���
	�����	�� �����	� ������	���� : ����	�� �	��
�� ������		�� �	�
��
������& ����� : ����� �& 	��	�� : ��	� ��������& ���& ����
����		�& ����	��

@��	0� � ������	��& 
�� �������0	 ����� ���	 �� ���" ������	���
@� ����22�J �������	� ���������	�� ������		�" �	��
������ �����

���� 1s nl� L�� ����	�	��& � ����	�& ����	� ����	� n=2& 6 � A �����
��������� %� � � ������ '����	�" �����	���& � ���� 	����	�
� ����

2
4
.6

 э
В 3

.4
 э

В1s4s

1s3s

1s2s 1s2p

1s3p

1s4p 1s4d

1s3d

1s2

n=4

n=3

n=2

���� ���2� #����	

� �	
(�+���%�� ��	�� +���

	�����	�� ���� ������	�� 1s ����	� 
���� � �������
� ��� 	��	��

� 	��� �������	�"& ����0� ����� 	������� ������	 � s�������	�� �
������ ���	�-����� � ������ ��������	�
� ����	���

I�	�� ������� H������ �� ����	�����& ��� �	��
�� ��	��	�
� ���
����	�� ����� 
���� 1s2 ���	� 2A�8 ��� �������������	�� �����	� n=2
����� 	��� 
��	��� ��	������ 	� ������	� UVW22=3.4 ��� H�������
����	�& �	��
�� ��������	�� ���� ����" 	��	�" �	��
������ ���
�������� ���� 2M ��& ��� ������������� ���	� ���	� ����"��� ����
8MMXY� L����������	�& � 
���� ���� ����	�	�	�� ����"�� 21S0 − 21P1 �
���	�� ���	� λ=584XY& �	 ������0	 	� ����22�3M� +��� �������& 
����
� �'0 ����� ����	�� �����	� ��������� �������� ����� ��������/ ��� �
�
�������0		�� ������	�� ���� ����� � ��	�������	� ���� �������	�
�	��
�� ������ 
��	��� ��	�������

+����� ���0� ���'����	�� ����	��& �����		�� ����		�� ����������
������� H"��� ����22�J ����������� 	� ���/ ��	
���� � ��������& �����
���0		�� 	� ����22�3M& �����������		�& ����� � ������� � ���� �������
������ 123�3A4& ����"��� ����� ��	
���	��� � �������	��� ����	���
�����'�	��

+� � � 	�-�� ������ ���	 ������	 	�"������ � ����	�� ������	��
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1s2 1S
0

21S
0

31S
0

41S
0

21P
1

31P
1

41P
1

41D
2

31D
2

n=2

n=3

n=4

S=0

584 Α (21.22 эВ)
20581

7281

6678

5015

∆n = 0

n     1
n     2

7281

43D43P

33P

4
4
7
1

5876

10830

23S1

43F

33D

23P

43S1

33S1

3
8
8
8

5047

S=1

���� ����3� ��
+��
� � ���&��
� &�.	�� +���

������	�� 1s& ���������� ��
� ������	�� ��������	�� ����	� L ������
����	 ����	�� l2=l �����
� ������	�& �� ����0� ����� ����	���	��
��� ������/ n2

κL� H������ ��������& ��� ���� 2 1P ���������	 	��	�
�
��-� ����	� � n=2 ��� ��������� ?��� ����� �����	 � 	������� ����
����������� ����� ���	�� ��	�
� ������	� � ��������	�� ����	���
���
�
��

5�	�� λ=5876XY& ����������� '�� ����"��� 33D−23P& ��
���� �����
-� ���� � ���������	�� 
����� >��		� �� 	�� ��� 	��� ��	�� ����
	��	�" ���������	��� � 3C8C 
� ��� ����� 
����� B� ���� �������	�
����	���	�� D3� @� ��� ����� �������� ����	�� �����& �
�� �'0 	�
���� ����������	�� � ���	�& ���������& ��� �������	�� � ��	
���	��
���������� ���	������� ������	�� "�������� �����	���� +�������
: ����
��� 1#	�����'���$ 
��� 4& � ��	
���� : ����
���� 1#��"����
	�$& ��� #� ��$ 
����4� ����	�� ���� ������	�& ��� ��� ����������
���	������� ��	��� �����	���

AD



���) *����� ��������� ����� �	���

O�0� ���	���������	�
� �������������� ��������  ���'����	� 
����� 	� ����	�� �������	�� ���	�
� ����	�� �����	����� �� ��'��
�"���/

J = L + S.

��� S=0 ���	�� ����	� ����	 ��������	���& ������� ����	� ��	
����
	�" ������ ���������� �����/

1S0,
1P1,

1D2,
1F3, . . .

� ������ ��������� ������ ��� ����� '�� �����	��/

3S1,
3P1,2,3,

3D3,2,1,
3F4,3,2, . . .

����	�� ������	  ������ ��� L=0 ���	�� ����	� ����	 ���	� �
���������� �����	� 3S1� � ������	�" ������" �����	����� S�L& � � ���

����� � ��'�� �������� ����� ����	�� ������ ���	� ����������	����&
����0� J ���	����� ���	� ��� �	���	��/ L−1& L � L+1�

����"��� ����� ��	
������ ���������� � ����� ��	� ��	� & ���
����� ��	� �������� ��� � ����� ��������� I��������� ����"��
3P →3S 	� ����22�33� O ����� 3Z �����	� � J = 0 ����� 	��	�� �����

2
1
0

}J
0
1
2

} J3P

3S1
3S1

���� ������ *�.	�� 3P → 3S ��� �
	+	�����
�. �	
	� &	���	����4
	���
+��� 5����6 � ��	�� +��� 5�&����6

��� ��	�� ���������		�� �������������	���� 
���� � ��������	� �����
-��� �������� ����� O ����� 
���� 	��� ������ ����'�		�� ������
����	��� ?	��
�������� '��� ����� ����	��� J=1 � J=2 � ����� 
��
��� ������	� 	� ������ ������	� ��	�-�& ��� ����� ����	��� J=0 �
J=1& 1�����������		�& 0.078 ��−1 � 0.996 ��−14& ��� �"��������� �����
����	� 	� ������ ����	�� +��'�	� ������& ����	��� '�
� �����	�&
���������	���	� �������������� ���� ����	��
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���+ ,	�	-��� �� ������ ����	�. � ����	 �	���

H���� ����	�� 
���� � 
���	�� ��	����� ������ �������0		�
�
������	� ���	�� ���� ���� ����� ���	 : 21P1& ����"�� � �����
�
� ��	��	�� ������	�� �����-0	 �� �	��� ����������
� ������	�
�
������	��� >��		� ���� ����"�� � ��		�� ������ �������� ����	�	�	���
K��� �����������	�� ������	�� 23S1& 21S0 � 23P0,1,2 ���������	� 	���
����	� 1P1& � ��� �����	� 	� ���� 22�32& 	� ��������		�� ����"���
� 	�" �����'�	� ��������� ������ 123�3A4 � 123�374�

n=2

21P1

11S0

21S0

23S1

23P0, 1, 2

0 эВ

19.82 эВ

19.82 эВ

21.22 эВ

20.61 эВ 5
8
4
 A

o

59
1A
o

���� ������ ��	
�
�
�� � ��&�7!

� &�.	�� � ��	� +����

!������ �������� � �������" 	� ����"��� �� ������	�� 21S0 � 23P�
� ������ ������ ������ 	� ��	���	����� ����"�� �������� ����� ��
	�� � ���� ���	� ��"��	�	�� ����	��� H������� ���	���� �	���
���
	� ���������		��� � ������� 3J�8 ����"��� 2s→1s ����� ��������/ �	�
��� ���'������ ��� ���0� ��	������		�
� ������	�� ���" ��	��� �
��� � 	�������	�� ������

.����� 	� �	�������	����		�� ����"��� 	� �������� ����� �	���
� ������ ����� 
���� 	��� ������ ������ ��	�� � ���	�� ���	� 7J3XY&
����������� '�� ����"��� ����� ������� 3P � 1S� ?�� ��	�� ������
���� ����� ��
�& ��� ��	����� ����� S � L 	� ���� ��� ���	���� �
�����	����� 	��� ������ LS������ ����������� ����� ������������
����� ��������������� @� ���	���������	�� �������������� 	���-���
��� ����	� �����	�� ����	���� +��	��� ��	������ ������� �����
 ��� J � ���	����& � L � S ��"��	� ��� ��-� �������0		�� � ����
���
� ���	���� ��	��� �������	�
� ������	�� 23P �������� �������
��	
���� 21P& �� ��0� �����
� � �����"���� ���	��		�� ������	�� � ��	�
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���	�� ��	��	�� ������	�� 1S� H����� �	��	���	���� ��	�� 23P → 1S
������������� 	�����-�� ������	� ���� ��������

���/ 0��������������	 ��������� �	���

���	������� �'0 � ��	�� ��������� 
���� � ���������	
�����

�������� O 	�
� ������	� �� 	��������� �	�������������� ������
�	��& ������ ������ ��� ��� ��	������		�� ��������	�� ����� ���

������	��� >" �	���	�� 
���	�
� � ��������	�
� ��	����" ����� ����
�	���� nl � n′l′�

!�� ������	� ���� ��� ���������& �� � �	��
�� ���� �������
����������	�� >	��� �������& �	��
�� ���"������		�
� ��������	��
��	�-� ����	����� ��	������ ��	� ()**� @� �	� ��-� ����	����� ��	��
����� ����� 
����� ������� ���	 ��"��	�	�� �	��
�� ��������� �����
���������	�� ������ ������� 	� ������	�� ������	 � �������0		��
��	 
����& ����� � ������� 	����	�� �	�������������� ���	������

!	� �������� � �� ����������	�� ����� ������ 
���� � �
� ������
��	��� H������ � ����� �������	��� ������������ ����� 	�������	��
���� 
����& 	� ����	� ���"������		�
� ��������	�� ������ � � �	���

�������� ����� ����� ����� ��������� ��	������& ����������� �
����	��� �����
� ��	� ()**�

@� ����22�36 ����������	� �"��� �����'0		�� ���
����� [������	�
��� ����� ()* � �
� ��	� ()**& 
�� � ����" ����	� �	���	�� 
���	�
�

(1,1)

(1,n' )

(1,    )

(n,    )

(    ,    )

(n,n' )

HeII {
{HeI

}

���� ������ *���	�� ���	�	
���%�	

�. �	��	�
�� +���

��	����
� ����� ����
� ������	�� 22�3A& +�& 13& 34 ����	����� ��	���
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(1,1)

(1, n)

(1,     )

(2,    )

(    ,    )

(2,n)
HeII

HeI

E/Ry

1

2

3

4

5

_ 
5.78

_ 
4.0

_ 
1.0

_ 
4 

_ __1

n2(           )

_ 
1 

_ __1

n2(           )

0

���� ������ 8����

� �	��	�
�� ��� ���)!�� ��	�	� �����

N (n1, n2) σ1 σ2 Zeff,1 Zeff,2 E1/Ry E2/Ry E/Ry
1 (1, 1) 0.3 1.7 −2.89 −5.78
2 (1, n) −4 −1/n2 − (

4 + 1/n2
)

3 (1,∞) −4 0 −4
4 (2, n) 0 1 2 1 −1 −1/n2 − (

1 + 1/n2
)

5 (2,∞) −1 0 −1

'����%� ����� �	
���
�� � (	����� ��� ���������

	�� ������	�� �����& 13& n4 : ������	��& � ������ �������0	 ���	 ��
������	��& � 1n′& n4 : ������	������		�� ������	�� � ����� �������0	�
	��� ������	���� G�����	������		�� ������	�� 	� ����	� ������	�
���	�� ������& � ��	��� -���"����� ��	���� : 
��	��� ��	������
����� ()* 13& ∞4 � �
� �����
� ��	� ()** 1∞& ∞4� ��� 	��
��	���		��
�������	�� 
���	�
� ��	����
� ����� ��	�
� �� ������	��& 	�������&
n′& ������	������		�� ������	�� ���������  ������	� �������0		��

� ����	� ��	� (n, ∞)& ������ �������� ��� 	�" 
��	���� ��	�������

!��	�� �	��
� ������	������		�" ������	��& ������������-���
������� H������ 122�84� �����	�� ����0�� ��� ���� ����	��& ����	��
��		�" ����� 	� ����22�3A� H���������� '�� �	���	�� � �������
�����	� � �����22�A� @���� N � ����� ���	� ������� �������������
����� �	���� ����� 	� ����	�� O����	� ©1 ������������� ��	��	���
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������	� ����� 
����& ©3 : ��	��	��� ������	� ��	� ()**& �����	�
©5 : ����	�	�	��� ����	 ()**& � ©2 ������������ ����	�� ������	��
������ ����� 
���� 2 1S& 2 3S � 2 3P�

O����	� ���"������		�
� ��������	�� ����� (2, n) � �	��
���

E(2, n) = −
(

1 +
1
n2

)
Ry

�������� � �	��
�������� ����� ����� ��	��	�� � ������ �������0	�
	�� ����	��� ��	�/

−4Ry = E(1,∞) < E(2, n) < E(2,∞) = −Ry.

������� ����� ��������� �������������	�� �������������	�� ������
������	������		�
� ������	�� � ��	��	�� ������	�� ��	�/

(2, n) → (1,∞).

!��	 �� ������	�� �� �����
� ����	� ����"���� � ��	��	�� ������	��&
� ���
�� ��������� � �	��	���& �	��� � ����� �������	� �	��
� �
������	���� ���
� �������� � ��������	�� ���������������
� �����
���������� ������	�� ����� ������� �� ������ ���� � ���������� ����
1014 �& 	� 	������ ������� ������	� �����-�� ������	���� ���	��	�
	�
� ������	�� A ≈ 108 c−1�

���1 2��

��	��� 2�	�3�4%������ ��� ����� �	���

���	0���  ��-�	� ������ � �����	�� ����	���& � ���		�&  ����
�0 �����& �
�� �� ���������� 	���� ���" ������	�� ������� ����
���	�
� ����	��� � ��'�� ���� �	 ����������	 � �����23�3� � ������
�� ���������� �	�
� ���	����" �������& ������ �� ���������	�
����������� ���� ��� �	��� �	���	� ������	�
� ����	��� .���� ��
���	�-�� ����		�� ��������& ������������-��� �����& ������		�� �
������� 3C�J� @����	��& ��� ���	���� ��	��� ���	�
� ����	�� J �
�������� M �����	� � ���	����� ��	����� |J1M1 >& |J2M2 > �����
	�-�	���

Ψ(J1, J2, JM) =

=
∑

M1+M2=M

√
2J+1

(
J1 J2 J

M1 M2 −M

)
ψ(J1M1)ψ(J2M2) 122�D4

�� ��������������� ��������� 13C�J�84 � 13C�J�C4& ����	�� ����	���	��
���	���" ��	��� ΦJM 	� Ψ(J1J2JM) � ΦJiMi 	� ψ(JiMi)�

�����	�� ��'� ������� 122�D4  ����� J1=J2=1& ������� '���
���� 3P� L�� ���
� �������� ���-���		� ������� 22�7& � ������ ���
�������� �	�������� 	� ����� � �	���	��" �������& 	� � ���	���"
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ψ1(−1)

ψ1(−1)

ψ1(+1)

ψ1(+1)

ψ1(0)

ψ1(0)

M
1

M
2

0−1 +1

−1−2−1   0

0−10 +1

  0+1 +2+1

'����%� ����� *�	�%�� �	�
�� � �	�
	�� (�
�%��

��	���"& ����������� �����" ���� ��� ����� M1& M2 � M � � 	�� 	�
������� ��� �	���	�� ������� M=±2& ������� ����� ���	� 	�������

Ψ(2,±2) = ψ1(±1) ψ2(±1). 122�C4

L�� �������M=0,±1 ����� ���	���" ��	��� ���	�
� ����	�� Ψ(JM)
� ��	����� ψ1(M1) � ψ2(M2) �� ������� 122�D4� I��������� ����0���
����	� ����������� � ������	�� ����/

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ψ(2,±2)

Ψ(2,±1)

Ψ(1,±1)

Ψ(2, 0)

Ψ(1, 0)

Ψ(0, 0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0

0 1√
2

1√
2

0 0 0

0 ± 1√
2

∓ 1√
2

0 0 0

0 0 0 1√
6

√
2
3

1√
6

0 0 0 1√
2

0 − 1√
2

0 0 0 1√
3

− 1√
3

1√
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ψ1(±1)ψ2(±1)

ψ1(±1)ψ2(0)

ψ1(0)ψ2(±1)

ψ1(+1)ψ2(−1)

ψ1(0)ψ2(0)

ψ1(−1)ψ2(+1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+��	��������		�� ������� ����� ����	�����
�	���	� ��������& ����
�0� ���� �� �����	�" �� 	��� �����	��� ����������� � ��0� �	���	��
�� ���	�
� ����	��/ J=2, 1, 0� H���� �������� �����	��� ������� ��
� ��� ����� � � ���� ������� ���	� ���	���� +��� ������� 	������
 ��� ���	�
����� 3j−�������& 	���"������ ��� �������	�� ���	���"
��	��� Ψ(JM) ����������� � ����'� ����� '�" ������ 1�" ����
	� 	���� � �����	���� ��-� ���������� >�>� H�������	�4/

• J=0, M=0 : ������� 13C�J�3M4�

• J=1, M=0/
(

j j 1
m −m 0

)
= (−1)j−m m√

j(j + 1)(2j + 1)
,

76



• J=1, M=1/
(

j j 1
m −m − 1 1

)
= (−1)j−m

√
(j − m)(j + m + 1)
2j(j + 1)(2j + 1)

,

• J=2, M=0 :
(

j j 2
m −m 0

)
=

= (−1)j−m

√
2

[
3m2 − j(j + 1)

]√
(2j − 1)2j(j + 1)(2j + 1)(2j + 3)

,

• J=2, M=1 :
(

j j 2
m −m − 1 1

)
=

= (−1)j−m (1 + 2m)

√
6(j − m)(j + m + 1)

(2j − 1)2j(2j + 1)(2j + 2)(2j + 3)
,

• J=2, M=2 :
(

j j 2
m −m − 2 2

)
=

= (−1)j−m

√
6(j − m − 1)(j − m)(j + m + 1)(j + m + 2)

(2j − 1)2j(2j + 1)(2j + 2)(2j + 3)
,

\������/ (
a b c
α β γ

)
= (−1)a+b+c

(
a b c
−α −β −γ

)
.

������ �����	� ��� ����0��" 3j−�������� � ����������	��� �	���	���
�� ������� ���	�
� ����	�� (M<0)�
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